PRZESTRZEÑ FRAKTALI (H(X), h).


W rozdziale tym podano konstrukcjê przestrzeni metrycznej (H(X), h) zwartych, niepustych podzbiorów przestrzeni metrycznej (X, d), oraz jej najwa¿niejsze w³asnoœci. Do przestrzeni tej nale¿¹ fraktale deterministyczne.


Definicja � STYLEREF 1 \n �12�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC \r 1 �1�.  Niech (X, d) bêdzie zupe³n¹ przestrzeni¹ metryczn¹. W przestrzeni tej wyró¿niamy zbiór wszystkich niepustych i zwartych podzbiorów przestrzeni X i oznaczamy go symbolem H(X). 


Aby H(X) nabra³ struktury przestrzeni metrycznej, nale¿y w nim wprowadziæ funkcjê mierz¹c¹ odleg³oœæ miêdzy zbiorami zwartymi, czyli metrykê. Metryka w przestrzeni H(X) konstruowana jest w trzech krokach. Po pierwsze, definiujemy odleg³oœæ od punktu do zbioru.





Definicja � STYLEREF 1 \n �12�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC �2�  Niech (X, d) bêdzie zupe³n¹ przestrzeni¹ metryczn¹. Odleg³oœci¹ punktu x(X od zbioru B(H(X) nazywamy wyra¿enie


 d(x, B) = Inf{d(x, y): y(B}.


Z twierdzenia 11.16 wynika, ¿e istnieje taki punkt b(B, ¿e d(x, B) = d(x, b) 


Definicja � STYLEREF 1 \n �12�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC �3� Niech (X, d) bêdzie zupe³n¹ przestrzeni¹ metryczn¹. Niech A, B(H(X). Odleg³oœci¹ zbioru A(H(X) od zbioru B(H(X) nazywamy wyra¿enie


d(A, B) = Sup{d(x, B): x(A}.


Analogicznie z twierdzenia 11.16 wynika istnienie punktów a(A i b(B takich, ¿e d(A, B) = d(a, b).


Okazuje siê, ¿e w ogólnoœci d(A, B) ( d(B, A). Dlatego wprowadza siê nastêpuj¹c¹ definicjê metryki Hausdorffa w zbiorze H(X):


Definicja � STYLEREF 1 \n �12�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC �4�.  Niech (X, d) bêdzie zupe³n¹ przestrzeni¹ metryczn¹. Metryk¹ Hausdorffa w zbiorze H(X) nazywamy wyra¿enie


h(A, B) = Max{d(A, B), d(B, A)}


Zbiór H(X) wraz z metryk¹ Hausdorffa h tworz¹ przestrzeñ metryczn¹ (H(X), h). 





Twierdzenie � STYLEREF 1 \n �12�.� SEQ Twierdzenie \* ALPHABETIC \r 1 �1�  h jest metryk¹ na przestrzeni H(X).


Dowód.


Niech A, B, C(H(X). Wtedy:


	h(A, A) = Max {d(A, A), d(A, A)} �= d(A, A) = Max{d(x, A): x ( A} = 0.


h(A, B) = d(a, b) dla pewnych a(A i b(B. St¹d 0 ( h(A, B) < (. 


Dla udowodnienia nierównoœci trójk¹ta pokazuje siê najpierw, ¿e:


	d(A, B) ( d(A, C) + d(C, B). 


Dla ka¿dego a(A i c(C mamy:  A 


	d(a, B) = Min{d(a, b): b(B}(�	Min{d(a, c) + d(c, b): b(B}=�	d(a, c) + Min{d(c, b): b(B}


st¹d mamy, ¿e:


	d(a, B) ( Min{d(a, c): c ( C} +�	 Max{Min{d(c, b): b (B}: c(C} =�	 d(a, C) + d(C, B),


wiêc:


	d(A, B) ( d(A, C) + d(C, B)


Podobnie pokazuje siê, ¿e:


	d(B, A) ( d(B, C) + d(C, A) 


st¹d:


	h(A, B) = Max{d(A, B),d(B, A)]}(�	Max{d(B, C),d(C, B)} +�	Max{d(A, C), d(C, A)} =�	 h(B, C) + h(A, C) 


cbdo.


Podstawow¹ w³asnoœci¹ przestrzeni (H(X), h) jest zupe³noœæ. WprowadŸmy kilka pojêæ i twierdzeñ pomocniczych.





Definicja � STYLEREF 1 \n �12�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC �5�  Niech S ( X  i ( > 0. Wtedy S +( = {y ( X: d(x, y) ( ( dla pewnego x ( S}.


Lemat 1.  Niech (X, d) bêdzie przestrzeni¹ metryczn¹ i niech A, B ( H(X). Niech ( > 0. Wtedy


h(A, B) ( ( (, A ( B + (  i 	B( A + (


Dowód.W dowodzie pokazuje siê, ¿e d(A, B) ( ( ( A ( B+(. Niech wiêc d(A, B) ( (. Wtedy d(a, B) ( ( dla wszystkich a(A. St¹d a(B+( i A(B+(. Niech A ( B+( i a(A. Wtedy a( B+( i istnieje b(B taki, ¿e d(a, b) ( (. St¹d d(a, B) ( (. Rozwa¿ania powy¿sze prowadzono dla ka¿dego a(A, wiêc d(A, B) ( (. Analogicznie dowodzi siê, ¿e d(B, A) ( ( ( B(A+(, co koñczy dowód.


Lemat 2.   Niech (X, d) bêdzie przestrzeni¹ metryczn¹ i {An: n = 1, 2, ..., (} bêdzie ci¹giem Cauchy'ego punktów w przestrzeni (H(X), h). Niech �EMBED Equation.3��� bêdzie ci¹giem liczb ca³kowitych


	0 < n1 < n  < ... .


Niech dany bêdzie ci¹g Cauchy'ego {xn (An: j = 1, 2, 3, ...} w przestrzeni (X, d). Wtedy istnieje ci¹g Cauchy'ego {�EMBED Equation.3���n(An: n = 1, 2, ...} taki, ¿e �EMBED Equation.3���n=xn  dla j = 1, 2, 3, ... .


Dowód. W dowodzie konstruuje siê ¿¹dany ci¹g i pokazuje, ¿e jest on ci¹giem Cauchy'ego. �Dla ka¿dego n ( {1,2, ..., n1} wybieramy� �EMBED Equation.3���n({x(An: d(x, xn) = d(xn, An)}. Istnienie takiego punktu wynika ze zwartoœci An. Analogicznie dla ka¿dego j({2, 3, ...} i ka¿dego n({nj+1, ..., nj+1} wybieramy �EMBED Equation.3���n({x(An: d(x, xn ) = d(xn , An)}.


Z konstrukcji wynika, ¿e �EMBED Equation.3���n=xn  i xn(An. Dla dowodu, i jest to ci¹g Cauchyego weŸmy dowolny (>0. Nierównoœæ trójk¹ta daje:


	d(�EMBED Equation.3���m, �EMBED Equation.3���n) (�	d(�EMBED Equation.3���m, xnj) + d(xnj, xnk) + d(xnk, �EMBED Equation.3���n) 


gdzie m({nj(1+1, ..., nj+1} i n({nk(1,..., nk+1}  Poniewa¿ An jest ci¹giem Cauchy'ego wiêc istnieje N1 takie, ¿e dla m, nj > N1 mamy:


	 h(Am, Anj) ( (/3


St¹d:


	 d(Anj, Am) ( (/3 i d(xnj’, Am) ( (/3 .


Zgodnie z konstrukcj¹ naszego ci¹gu 


	d(�EMBED Equation.3���m, xnj) = d(xnj, Am) ( (/3.


Analogicznie pokazuje siê, ¿e:


	 d(xnk, �EMBED Equation.3���n) ( (/3 


dla odpowiednio du¿ych nk i n. Podobnie 


	 d(xnj, xnk) ( (/3


poniewa¿ ci¹g {xnj} jest z za³o¿enia ci¹giem Cauchy'ego cbdo.


Przytoczone powy¿ej lematy pozwalaj¹ udowdniæ najwa¿niejsze twierdzenie tego rozdzia³u.





Twierdzenie � STYLEREF 1 \n �12�.� SEQ Twierdzenie \* ALPHABETIC �2�  Niech (X, d) bêdzie zupe³n¹ przestrzeni¹ metryczn¹. Wtedy (H(X), h) jest zupe³n¹ przestrzeni¹ metryczn¹. Ponadto, jeœli {An( H(X)} jest ci¹giem Cauchy'ego to zbiór


	A = �EMBED Equation.3���An ( H(X) 


mo¿e byæ okreœlony w nastêpuj¹cy sposób:


 A = {x(X: istnieje ci¹g Cauchy'ego {xn(An}, który zbiega do x}.


Dowód. Niech {An} bêdzie ci¹giem Cauchy'ego w H(X) i niech zbiór A bêdzie zdefiniowany jak w tezie twierdzenia. Dowód dzieli siê na kilka etapów:


a) 	A ( ( ;


b) 	A jest domkniêty i st¹d zupe³ny poniewa¿ X jest zupe³ny;


c) 	dla ( > 0 istnieje N takie, ¿e dla n(N, A(An+(;


d) 	A jest ca³kowicie ograniczony i st¹d dziêki (b) jest zwarty;


e) 	lim An = A


Dowód (a). Niech {An} bêdzie ci¹giem Cauchy'ego w H(X). Wtedy istniej¹ takie wskaŸniki N1, N2, ..., ¿e dla m, n ( Ni  mamy:


	h(Am, An) < 1/2i


weŸmy dowolny xN1(AN1. Poniewa¿ h(AN1, AN2)<1/2 (N1<N2) wiêc równie¿ d(AN1,AN2)<1/2 i d(xN1,AN2)<1/2. St¹d dla pewnego xN2(AN2 zachodzi:


	d(xN1, AN2) = d(xN1, xN2) < 1/2.


W ten sposób znajdujemy drugi element konstruowanego ci¹gu. Dalej weŸmy AN3. Poniewa¿ h(AN2, AN3) < 1/4  (N2 < N3) wiêc równie¿ d(AN2, AN3) < 1/4 i d(xN2, AN3) < 1/4. St¹d dla pewnego xN3(AN3 zachodzi:


	 d(xN2, AN3) = d(xN2, xN3) < 1/4.


xN3 jest trzecim elementem konstruowanego ci¹gu. W analogiczny sposób znajdujemy nastêpne wyrazy ci¹gu. W nastêpnym kroku pokazuje siê, ¿e skonstruowany powy¿ej ci¹g jest ci¹giem Cauchy'ego. 


Niech (>0. Istnieje k ca³kowite takie, ¿e:


	1/2k + 1/2k+1 + ... < ( .


Dla Nm, Nn (Nk mamy:


	d(xNm, xNn) ( d(xNm, xNm+1) + ...� + d(xNn-1, xNn) < d(xNk, xNk+1) + ...� + d(xNm-2, xNm-1) + d(xNm, xNm+1) + ...� + d(xNn-1, xNn) + ... < ( .


Skonstruowany ci¹g jest wiêc ciagiem Cauchy'ego. Z lematu 2 wynika, ¿e otrzymany ci¹g mo¿na 'rozszerzyæ' do ci¹gu Cauchy'ego {�EMBED Equation.3���n}, �EMBED Equation.3���n(An i �EMBED Equation.3���n=xn  dla  j = 1, 2, 3, ... . Z zupe³noœci przestrzeni  X  wynika, ¿e ci¹g {�EMBED Equation.3���n} jest zbie¿ny, czyli A ((. cbdo.


Dowód (b). Niech {ai(A} bêdzie ci¹giem zbie¿nym do a(X. W dowodzie pokazuje siê, ¿e a(A. Dla ka¿dego ca³kowitego i istnieje ci¹g {xi,n(An} zbie¿ny do ai  tzn. �EMBED Equation.3���xi,n = ai . Ze zbie¿noœci ai(a  wynika, ¿e istnieje takie Ni, ¿e d(aNi, a)(1/i. Ponadto, poniewa¿  aNi s¹ granicami pewnych ci¹gów Cauchy'ego wiêc dla ka¿dego Ni istniej¹ ca³kowite mi takie, ¿e d(xNi,mi, aNi) (1/i. St¹d


d(xNi,mi, a)(d(xNi,mi, aNi) + d(aNi, a) (2/i.


K³ad¹c xNi,mi= yNi mamy yNi(ANi �EMBED Equation.3���yNi = a. Z lematu 2 wynika, ¿e {yNi} mo¿e byæ rozszerzony do {yi(Ai} i yi(a. St¹d a(A. cbdo.


Dowód (c). Niech (>0. Poniewa¿ {An} jest ci¹giem Cauchy'ego wiêc istnieje N takie, ¿e dla m,n (N, h(An,Am)((. Wtedy (lemat 1) Am ( An + ( . Nale¿y pokazaæ, ¿e A(An + ( dla n(N. Niech a(A. Istnieje ci¹g {ai(Ai} zbie¿ny do a. Ponadto ze zwartoœci An wynika domkniêtoœæ An+(. Wtedy dla wszystkich m(n(N, am(An+( (co wynika z Am(An+() i równie¿ a(An+( poniewa¿ An+( jest domkniêty. cbdo.


Dowód (d). Dowód niewprost. Niech A nie bêdzie ca³kowicie ograniczony. Wtedy dla pewnego (>0 nie istnieje (-siatka i istnieje w A ci¹g {xi} taki, ¿e d(xi, xj)(( dla i(j. Z (c), dla dostatecznie du¿ych n, A(An+(/3. Dla ka¿dego xi, istnieje odpowiadaj¹cy mu yi(An dla którego d(xi, yi)((/3. Poniewa¿ An jest zwarty wiêc pewien podci¹g {yni} jest zbie¿ny i st¹d jest ci¹giem Cauchy'ego. Istniej¹ wiêc dwa punkty yni i ynj dla których d(yni ,ynj)((/3. Wtedy


	d(xni, xnj)(�	d(xni, yni) + d(yni, ynj) + d(ynj, xnj)�	 ( (/3 + (/3 + (/3 


co jest sprzeczne ze sposobem wyboru {xni}. A jest wiêc ca³kowicie ograniczony i dziêki (b) zwarty.


Dowód (e). Z czêœci (d), A(H(X). Dziêki (c) i Lematowi 1 dowód czêœci (e) bêdzie kompletny, jeœli poka¿e siê, ¿e dla (>0 istnieje N takie, ¿e dla n(N, An(A+(. Niech (>0. Istnieje N takie, ¿e dla m, n(N, h(Am, An)((/2 i Am(An+(/2. Niech n(N i y(An. Istnieje rosn¹cy ci¹g {Ni} liczb ca³kowitych taki, ¿e n<N1<N2<...< Nk < ...i dla m, k(Nj, Am(Ak + (/2j+1. Ponadto An(AN1+(/2. Poniewa¿ y(An, istnieje xN1(AN1 taki, ¿e d(y, xN1)((/2. Poniewa¿ xN1(AN1, istnieje  xN2(AN2 taki, ¿e d(xN1, xN2)((/22. W ten sposób znajdujemy ci¹g xN1, xN2, ... taki, ¿e xNj(ANj i d(xNj, xNj+1)((/2j+1. Stosuj¹c kilkakrotnie nierównoœæ trójk¹ta mamy 


	d(y, xNj)(( dla wszystkich j 


i ponadto {xNj} jest ci¹giem Cauchy'ego. {xNj} zbiega do  x(A i d(y, xNj)(( implikuje, ¿e d(y, x)((. W ten sposób pokazano, ¿e An(A+( dla n(N. cbdo.


Koñczy to równie¿ dowód, ¿e (H(X), h) jest zupe³n¹ przestrzeni¹ metryczn¹. 
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