PRZEKROJE POINCAREGO PRZESTRZENI FAZOWEJ CZ¥STKI HENONA-HEILESA





Przestrzeñ fazowa uk³adu H-H jest czterowymiarowa: (x, y, px, py).


Zdefiniowane w niej powierzchnie sta³ych energii: 


( � STYLEREF 1 \n �18�.� SEQ ( \* ALPHABETIC \r 1 �A�)	K(px, py) + U(x, y) = E 


s¹ rozmaitoœciami trójwymiarowymi, co powoduje, ¿e dla pe³nego opisu dowolnej trajektorii wystarczy podaæ bieg jej trzech wspó³rzêdnych np. x(t), y(t), py(t), bowiem czwarta px(t) bêdzie ju¿ zdeterminowana warunkiem sta³oœci energii � REF _Ref358171647 \* LOWER �( 18.a�). Trójwymiarow¹ przestrzeñ (x, y, py), w której wykreœlany jest bieg trajektorii, mo¿emy przeci¹æ p³aszczyzn¹ np. o równaniu x=0. Przeciêcie to, zwane przekrojem Poincare sprowadza nas na p³aszczyznê (y, py). Punkty, w których trajektoria cz¹stki przebija tê p³aszczyznê, jednoznacznie determinuj¹ jej bieg. Jeœli bowiem zadamy wartoœci y i py, to z definicji przekroju x=0, zaœ vx mo¿emy obliczyæ z warunku sta³oœci energii � REF _Ref358171647 \* LOWER �( 18.a�). 


Przedstawione ni¿ej rysunki prezentuj¹ przekroje Poincare przestrzeni fazowej cz¹stki H-H dla kilku wybranych wartoœci jej energii. Technika ich wykonania jest nastêpuj¹ca:


Przy ustalonej wartoœci E energii ca³kowitej cz¹stki:


1. Wybieramy w p³aszczyŸnie (y, py) dowolny punkt y(0), py(0).


2. Przyjmuj¹c x(0)=0 obliczamy z warunku � REF _Ref358171647 \* LOWER �( 18.a�) wartoœæ zmiennej vx(0).


3. Ustalone wartoœci x(0), y(0), px(0), py(0) przyjmujemy jako wspó³rzêdne punktu pocz¹tkowego trajektorii, której bieg wyznaczamy ca³kuj¹c numerycznie równania ruchu cz¹stki. Na p³aszczyŸnie (y, py) wykreœlamy punkty trajektorii, dla których x(t)=0, a wiêc te punkty, w których przebija ona p³aszczyznê (y, py).


Powy¿sza procedura prowadzi do wykreœlenia na p³aszczyŸnie (y, py) kszta³tu przekroju tej rozmaitoœci, po której porusza siê zainicjowana trajektoria. Jeœli rozmaitoœæ ta jest topologicznie równowa¿na torusowi, to w p³aszczyŸnie przekroju Poincarego, wykreœlane punkty zaznacz¹ krzyw¹ topologicznie równowa¿na okrêgowi. 
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Rys. � STYLEREF 1 \n �18�-� SEQ Rys. \* ALPHABETIC \r 1 �A�  Przekroje Poincare powierzchni  sta³ej energii w przestrzeni fazowej uk³adu Henona-Heilesa.�E = 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9, 0.11, 0.13 i 0.15.


Jak widaæ z � REF _Ref358461781 \* LOWER �rys. 18-a�, dla ma³ych wartoœci energii, trajektorie cz¹stki kr¹¿¹ po powierzchniach topologicznie równowa¿nych torusowi. Analiza przekroju narysowanego dla E=0.9, ujawnia, ¿e prócz trajektorii, które poruszaj¹ siê po tak prostych powierzchniach, istniej¹ trajektorie, których bieg jest znacznie bardziej z³o¿ony, bowiem ich przebicia z p³aszczyzn¹ (y, py) zaznaczaj¹ nie krzywe zamkniête, lecz zbiory o niezerowej mierze powierzchniowej. Pole pokrywanego przez nich przekroju zwiêksza siê wraz z E i przy E=0.15 to one s¹ regu³¹ a trajektorie regularne wyj¹tkiem. Zauwa¿my, ¿e trajektorie regularne, biegn¹ce po powierzchniach równowa¿nych topologicznie torusowi i trajektorie chaotyczne, biegn¹ce w zbiorach o znacznie bardziej z³o¿onej strukturze, wspó³istniej¹ na powierzchni sta³ej energii. To czy, cz¹stka bêdzie porusza³a siê ruchem regularnym, czy chaotycznym, zale¿y w tym wypadku od wyboru warunków pocz¹tkowych. Zauwa¿my te¿, ¿e w jednym przekroju Poincarego, mo¿e istnieæ (i istnieje) wiêcej ni¿ jedna œcie¿ka trajektorii chaotycznych ( tym, co je rozdziela, s¹ powierzchnie zachowañ regularnych.





