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10. ZBIÓR CANTORA,
WYMIAR UŁAMKOWY

Weźmy odcinek domknięty [0, 1] i poddajmy go następującemu ciągowi operacji:

Krok 1. 

Podzielmy odcinek wyjściowy na trzy równe części i wytnijmy część środkową, bez jej brzegów, tzn. przedział otwarty (1/3, 2/3).

Zbiór I1, który pozostaje po tej operacji, składa się z N1=2 przedziałów domkniętych, P1,1=[0, 1/3] oraz P1,2=[2/3, 1], sam jest więc domknięty. Jego całkowita długość wynosi L1=2/3. 

Krok i=2.

Każdy z odcinków [0, 1/3] oraz [2/3, 1], dzielimy na trzy równe części i usuwamy otwarte części środkowe, a więc przedziały (1/9, 2/9), (7/9, 8/9).

Zbiór I2, który pozostaje, składa się z N2=4 przedziałów domkniętych, P2,1, P2,2, P2,3, P2,4, każdy o długości 1/9. W sumie więc jego długość wynosi L2=4/9.

.

.

.

Krok n-ty.

Każdy z Nn(1 = 2n(1 przedziałów domkniętych Pn(1,1, Pn(1,2, Pn(1,3, ..., z których składa się zbiór In(1, dzielimy na trzy równe części i usuwamy otwarte części środkowe.  W efekcie tej operacji, zbiór In, który pozostaje, składa się z Nn = 2n  przedziałów domkniętych Pn,1, Pn,2, Pn,3, ..., 

(10.6)
In = 


Każdy przedział Pn,k ma długość (1/3)n, a więc całkowita długość In wynosi Ln=(2/3)n.

.

.
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Zbiór C zdefiniowany jako

(10.7)
C = 


nazywany jest trójkowym zbiorem Cantora. 




Rys. 10-3 Konstrukcja trójkowego zbioru Cantora C.

C jest zbiorem o paradoksalnych własnościach. Poniżej postaramy się omówić najbardziej interesujące z nich przedstawiając je w formie lematów.

Lemat 1. 

C jest zbiorem domkniętym.

Dowód.

Niech {xn}(C  będzie ciągiem zbieżnym. Ponieważ {xn}(C, więc ze względu na 10.7) {xn}(In, dla każdego n. Ale każdy ze zbiorów In jest zbiorem domkniętym, więc granica ciągu {xn}, x = 

xn , musi do niego należeć: x(In. Jeśli zaś, dla każdego n, x(In, to ze względu na 10.7) musi też zachodzić: x ( C. A więc każdy ciąg zbieżny ze zbioru C ma w nim swą granicę, czyli zbiór C jest domknięty. cbdo.

Lemat 2.

C jest zbiorem  brzegowym.

Dowód.

Każdy niepusty przedział otwarty (a, b) ma skończoną długość: |a-b|. Miara zbioru C wynosi 0, nie może więc on zawierać żadnego niepustego przedziału otwartego. Jest więc zbiorem brzegowym.

Lemat 3.

C jest zbiorem doskonałym. 

Dowód.

Wiemy z lematu 1, że C jest zbiorem domkniętym. Niech x(C. Wobec 10.7) x musi też być elementem każdego z kolejnych zbiorów In. Dla dowolnego n niech k(n) oznacza drugi indeks tego ze zbiorów P składających się zgodnie z (10.6) na In,, do którego należy x:  

(10.8)
x( Pn,k(n). 

Niech yn będzie jednym z punktów brzegowych przedziału Pn,k(n). (Jeśli x jest  punktem brzegowym, to yn jest drugim brzegiem. Jak wiemy, punkty brzegowe przedziałów P są elementami C.) Wiemy, że w tej sytuacji odległość między x i yn nie może być większa niż (1/3)n. Ciąg yn jest ciągiem punktów z C, zbieżnym do x. Tak więc każdy element x(C jest granicą ciągu punktów yn należących do C ale różnych od x. Zbiór C jest więc zbiorem w sobie gęstym, a będąc jednocześnie zbiorem domkniętym jest więc zbiorem doskonałym. cbdo.

Zbierając dowiedzione wyżej lematy możemy sformułować

Twierdzenie 10.1
C jest ograniczonym, domkniętym i w sobie gęstym (a więc doskonałym) i brzegowym podzbiorem przedziału [0, 1].

Definicja 10.3
Zbiór domknięty, ograniczony, brzegowy i doskonały nazywany jest zbiorem Cantora.

Trójkowy zbiór Cantora C jest więc zbiorem Cantora.

Twierdzenie 10.2
C jest zbiorem nieprzeliczalnym mocy continuum.

Dowód.

Potraktujmy punkty odcinka [0, 1] jako liczby rzeczywiste. Zastanówmy się, jak wyglądają rozwinięcia tych liczb w systemie trójkowym, w którym dostępnymi cyframi są 0, 1 i 2.

Niech 0. t1 t2 t3 ... będzie rozwinięciem trójkowym liczby  x. Wtedy, 

(10.9)
x = ( ti 3(i, 

gdzie sumowanie przeprowadzone jest po wszystkich cyfrach rozwinięcia.

Czy każda liczba posiada jedno rozwinięcie? 

Niekoniecznie. Jeśli na przykład, liczba x posiada rozwinięcie, w którym wszystkie kolejne cyfry powyżej cyfry tn ((0) są zerami, to liczbę tę możemy też zapisać jako:

(10.10)
0. t1 t2 t3 ...tn-1 (tn(1) 2 2 2 2 2 ...

Na przykład, x=0.1000... można też zapisać jako 0.022222...

Spójrzmy na kolejne kroki konstrukcji Cantora z punktu widzenia zapisu liczbowego.

Usunięcie z odcinka [0, 1] jego środkowej (jednej trzeciej) części oznacza, iż usunęliśmy wszystkie liczby, których pierwsza cyfra rozwinięcia trójkowego jest jedynką. Usuwany przedział jest otwarty, co oznacza, że liczba x=0.1000... stanowiąca jego brzeg nie powinna zostać usunięta. Istotnie można tego uniknąć, bowiem jak to wspomnieliśmy wyżej, liczbę tę można też zapisać jako 0,0222...a więc mimo zakazu użycia 1 jako pierwszej cyfry rozwięcia pozostaje ona w zbiorze I1. 

Pierwszy krok geometrycznej konstrukcji zbioru Cantora można więc zinterpretować jako „zakaz użycia 1 jako pierwszej cyfry rozwinięcia trójkowego”. 

Podobnie, drugi krok geometrycznej konstrukcji Cantora możemy zinterpretować jako „zakaz użycia 1 jako drugiej cyfry rozwinięcia trójkowego.” 

W granicy dochodzimy do „zakazu użycia 1 na jakimkolwiek miejscu rozwinięcia trójkowego”.

Tak więc, zbiór Cantora okazuje się być „Zbiorem wszystkich liczb z odcinka [0, 1], które dają się zapisać w rozwinięciu trójkowym bez użycia 1.” 

Zauważmy, że wykluczenie cyfry 1 z zapisu liczbowego usuwa też wszelkie dwuznaczności rozwinięć. Każda liczba ze zbioru Cantora ma jedno i tylko jedno rozwinięcie trójkowe ( i nie ma w nim ani jednej 1-ki.

Przedziały P wchodzące w skład zbiorów I będą miały teraz następujący opis:

I1=P11 ( P12, 

P11=[0,000....., 
0.0222...],

P12=[0.2000..., 
0.222.....]

I2=P21 ( P22 ( P23 ( P24,

P21=[0,000.......,
0.00222..],

P22=[0.02000..., 
0.0222....]

P23=[0,2000.....,
0.20222..],

P24=[0.22000..., 
0.222......]

.

.

.

Niech t1 t2 t3 ... tn będzie dowolnym, skończonym ciągiem cyfr 0 i 2. 

Czy 0. t1 t2 t3 ... tn  jest liczbą należącą do C? Tak. Jest to liczba reprezentująca punkt będący punktem brzegowym któregoś ze zbiorów P występujących na kolejnych etapach konstrukcji zbioru C. (Wszystkie punkty brzegowe pozostają w C!)

Niech t1 t2 t3 ... tn... będzie nieskończonym, ale periodyczym  ciągiem cyfr 0 i 2. 

Czy 0. t1 t2 t3 ... tn...  jest liczbą należącą do C?

Tak. I jest to również liczba reprezentująca któryś z punktów brzegowych.

Niech t1 t2 t3 ... tn... będzie nieskończonym i nieperiodyczym  ciągiem cyfr 0 i 2. 

Czy 0. t1 t2 t3 ... tn...  jest liczbą należącą do C?

Tak. Ale liczba ta nie reprezentuje żadnego z punktów brzegowych.

Punktów zbioru Cantora, które są reprezentowane przez nieskończone i nieperiodyczne rozwinięcia trójkowe jest najwięcej. (To dzięki nim,  zbiór Cantora jest zbiorem nieprzeliczalnym.)

Podsumujmy. 

Każdy punkt ze zbioru Cantora jest reprezentowany przez jedno i tylko jedno rozwinięcie trójkowe, w którym na żadnym miejscu nie pojawia się 1. 

I odwrotnie.

Każdemu, skończonemu lub nie ciągowi cyfr 0 i 2 interpretowanemu jako rozwiniecie trójkowe liczby odpowiada jeden i tylko jeden punkt zbioru Cantora.

Jeśli w rozwinięciach trójkowych liczb ze zbioru Cantora zamienimy wszystkie cyfry 2 na 1 i powstałe rozwinięcia zinterpretujemy jako rozwinięcia dwójkowe, to dojdziemy do odwzorowania zbioru Cantora na cały odcinek [0, 1]. Zauważmy, że przy tej zamianie pewne pary punktów zbioru Cantora są odwzorowywane na ten sam punkt odcinka [0, 1]. Np. punkty 0.2000... i 0.0222... są odwzorowywane na punkty 0.1000 i 0.0111..., ale 0.0111...=0.1000...Jak łatwo sprawdzić, parami tymi są punkty leżące na brzegach odcinków wyłączanych w procedurze geometrycznej konstrukcji zbiory Cantora.

Zbiór Cantora i odcinek domknięty [0, 1] są równej mocy ( c. 

Jedną z bardziej osobliwych cech trójkowego zbioru Cantora jest jego wymiar. Podajmy definicję jego najprostszej postaci:

Definicja 10.4
Wymiarem pojemnościowym zbioru S zanurzonego w D(wymiarowej przestrzeni Euklidesowej RD, nazywamy granicę:

d = 

[ln N(()]/[ln (1/()],

gdzie N(() jest liczbą D(wymiarowych kostek (odpowiednio: odcinków, kwadratów, sześcianów, itd)  o długości boku ( potrzebnych do pokrycia zbioru S. 

Przykłady. 

Zbadajmy wymiar pojemnościowy dwu prostych podzbiorów płaszczyzny euklidesowej R2.

a. Skończony izolowanych zbiór punktów płaszczyzny S =  {P1, P2, ..., PM}.




Rys. 10-4  Zbiór S składa się z pięciu punktów. Jeśli ( jest dostatecznie duże, do pokrycia calego zbioru potrzeba tylko jednego kwadratu o boku (. Przy zmniejszającym się ( liczba kwadratów niezbędnych do pokrycia S wzrasta, lecz gdy ( jest dostatecznie małe, do pokrycia zbioru S potrzeba zawsze dokładnie pieciu kwadratów. 

Oznaczmy, przez Lmin  najkrótszą z odległości miedzy punktami ze zbioru S. Jeśli ( < Lmin/(2, to do pokrycia zbioru S musimy użyć N(() = M kwadratów o boku (. Liczba ta pozostaje stała przy ( ( 0. W efekcie mamy

d = 

[ln N(()]/[ln (1/()] =

 

[ln M]/[ln (1/()] = 0.

b. Odcinek [0, 1]. 




Rys. 10-5  Najbardziej efektywne pokrycia odcinka [0, 1] kwadratami o bokach ( = (/(2 , gdzie ( = 1/n, n = 1, 2, 3. 
Jak to jasno wynika z rysunku, liczba N(() kwadratów o boku ( = (/(2 , gdzie ( = 1/n , potrzebnych do pokrycia całego odcinka wynosi n. Stąd: 

d = 

[ln N(()]/[ln (1/()] =

 

[ln n]/[ln (n(2)] = 1.

c. Kwadrat [0, 1] ( [0, 1]. 




Rys. 10-6  Najbardziej efektywne pokrycia kwadratu o boku 1 kwadratmi o bokach 1, 1/2 i 1/4. 

Rysunek przekonuje, że liczba N(() kwadratów o boku ( , gdzie ( = 1/n, potrzebnych do pokrycia całego kwadratu wynosi n2. Stąd: 

d = 

[ln N(()]/[ln (1/()] =

 

[ln n2]/[ln n] = 



 [2 ln n]/[ln n] = 2.

Otrzymane wyniki pokrywają się z tym, co mówi nam intuicja: zbiór złożony ze skończonej liczby punktów, obiektów o wymiarze 0, sam jest  0-​wymiarowy; wymiar odcinka wynosi 1 zaś kwadratu 2.

Spytajmy teraz o wymiar zbioru trójkowego Cantora C. 




Rys. 10-7  Najbardziej efektywne pokrycia trójkowego zbioru Cantora kwadratami o bokach 1/3n(2, n = 1, 2, 3.

Zbiór ten powstał z odcinka [0, 1], jednak przy jego pokrywaniu kwadratami możemy postępować oszczędniej niż w przypadku odcinka, bowiem wiemy, że w zbiorze tym są szczeliny, których nie musimy pokrywać. Wiemy na przykład, że w przedziale otwartym (1/3, 2/3),  nie ma żadnych punktów zbioru C, przedział ten możemy więc pominąć w procedurze pokrywania. Starając się zachować jak największą oszczędność możemy więc użyć do pokrywania zbioru C kwadratów o boku ( = 1/3(2 kładąc je tak, jak to pokazalismy na rysunku: wystarczą 2 kwadraty o tym rozmiarze (pokrycie całego odcinka wymagaloby 3). Jeśli bok kwadratów używanych do pokrycia skrócimy do 1/(9(2), to wystarczą ich 4 (do pokrycia całego odcinka [0, 1] musielibyśmy użyć 9 kwadratów o tej wielkości). 

W ogólności, jeśli bok kwadratów wynosi 1/(3n(2),  to do pokrycia zbioru Cantora wystarczy 2n z nich (pokrycie całego odcinka [0, 1] wymagałoby 3n). Mamy więc,  

d = 

[ln N(()]/[ln (1/()] =

 

[ln 2n]/[ln 3n(2] =



 (n ln 2)/(n ln 3 + ln (2) = 


 = ln 2/ln 3 (  0.63...

Otrzymany wynik jest dość nieoczekiwany: wymiar trójkowego zbioru Cantora jest ułamkowy. 
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