PODSTAWOWE W£ASNOŒCI PRZESTRZENI METRYCZNYCH.


(Opracowano korzystajac z kilku podreczników analizy matematycznej.)


Przypomnijmy podstawowe fakty dotycz¹ce przestrzeni metrycznych, znajomoœæ których jest niezbêdna do zrozumienia niektórych rozdzia³ów niniejszego opracowania. Twierdzenia podajemy tu bez dowodu. Mo¿na je znaleŸæ w standardowych podrêcznikach analizy matematycznej.


Definicja � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC \r 1 �A�  Przestrzeni¹ metryczn¹ (X, d) nazywamy zbiór X wraz z funkcj¹ d: X ( X ( R zwan¹ metryk¹ i spe³niaj¹c¹ nastêpuj¹ce aksjomaty:


(i)	d(x, y) =d(y, x), dla ka¿dych  x, y ( X 


(odleg³oœæ punktu x od punktu y jest taka sama jak odleg³oœæ punktu y od punktu x)


(ii)	0 ( d(x, y)  ( (, dla ka¿dych  x, y ( X, x ( y


(odleg³oœæ dwóch ró¿nych punktów jest skoñczona i dodatnia)


(iii)	d(x, x) = 0


(odleg³oœæ punktu od samego siebie wynosi zero)


(iiii) d(x, y) ( d(x, z) + d(z, y), dla ka¿dych  x, y, z ( X


(¿adna droga, która nie prowadzi bezpoœrednio od punktu x do y, nie mo¿e byæ krótsza od drogi bezpoœredniej).


Przyk³ad � SEQ Przyk³ad \* ALPHABETIC \r 1 �A�. Przyk³adem przestrzeni metrycznych jest przestrzeñ euklidesowa Rn. Odleg³oœæ w Rn jest zdefiniowana nastêpuj¹co:


	d(x, y) = �EMBED Equation.3���, 


gdzie x1, x2, ..xn i y1, y2, ..., yn s¹ wspó³rzêdnymi punktów x i y, a n jest skoñczone. (Elementy dowolnej przestrzeni metrycznej nazywaæ bêdziemy ni¿ej punktami.)


W przypadku, gdy n = 1, d(x, y) = |x ( y|. 


(Jak post¹piæ, gdy n = ( ? Przestrzeñ R( mo¿e zostaæ zaopatrzona w analogicznie zdefiniowan¹ metrykê: 


 	d(x, y) = �EMBED Equation.3���, 


jeœli ograniczymy j¹ tylko do tych ci¹gów x1, x2, x3 .., dla których szereg x12 + x22 + x32 + ... jest zbie¿ny. Przestrzeñ ta, to przestrzeñ Hilberta.)


Podstawowymi topologicznymi w³asnoœciami przestrzeni metrycznych i ich podzbiorów s¹ otwartoœæ, domkniêtoœæ, zwartoœæ i zupe³noœæ. WprowadŸmy te pojêcia korzystaj¹c z intuicyjnie jasnego pojêcia kuli.


Definicja � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC �B� Niech (X, d) bêdzie przestrzeni¹ metryczn¹. Kul¹ otwart¹ (w skrócie ( kul¹) K(x, () o œrodku w punkcie x ( X i promieniu ( nazywamy zbiór y ( X takich, ¿e d(x, y)  ( ( tzn. 


K (x, () = {y ( X: d(x, y) ( (}.


Definicja � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC �C�  Niech S ( X bêdzie podzbiorem przestrzeni metrycznej (X, d). Zbiór S nazywany jest zbiorem otwartym, je¿eli ka¿dy x ( S  nale¿y do S wraz z pewn¹ kul¹ tzn. dla ka¿dego x ( S istnieje ( ( 0 takie, ¿e 


K(x, () = {y ( X : d(x, y) ( (} ( S. 


Domkniêtoœæ zbioru definiuje siê poprzez jego punkty skupienia. 


Definicja � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC �D�  Niech (X, d) bêdzie przestrzeni¹ metryczn¹. Punkt  x ( X  nazywany jest punktem skupienia zbioru S ( X, jeœli ka¿da kula o œrodku w punkcie x zawiera punkt y nale¿¹cy do S  i ró¿ny od x. 


(Punkt x mo¿e, ale nie musi byæ punktem zbioru S. Chodzi tylko o to, by w jego  dowolnym otoczeniu skupione by³y inne punkty zbioru S.)


Z definicji tej wynika, ¿e jeœli x nale¿¹cy do X jest punktem skupienia zbioru S ( X , to w zbiorze S istnieje ci¹g punktów x1, x2, x3, ..., ró¿nych od x, którego granic¹ jest punkt x. 


Jak to wspomnieliœmy wy¿ej punkty skupienia dowolnego zbioru nie musz¹ do niego nale¿eæ. Jeœli tak jednak jest , to zbiór taki nazywamy domkniêtym. Podajmy formaln¹ definicjê.


Definicja � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC �E�  Niech (X, d) bêdzie przestrzeni¹ metryczn¹. Zbiór S ( X jest domkniêty, jeœli ka¿dy punkt skupienia zbioru S nale¿y do S.


W zbiorze S mog¹ znajdowaæ siê punkty, które nie s¹ jego punktami skupienia. 


Definicja � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC �F�  Punkty zbioru X nie bêd¹ce jego punktami skupienia nazywane s¹ punktami izolowanymi. 


Jeœli x nale¿¹cy do zbioru S jest jego punktem izolowanym, to w zbiorze S nie da siê znaleŸæ ci¹gu, którego wszystkie punkty by³yby ró¿ne od x, i który by³by zbie¿ny do x.  Oczywiste jest, ¿e jeœli zbiór S sk³ada siê ze skoñczonej liczby punktów, to wszyskie one s¹ punktami izolowanymi.


Jeœli zbiór S nie jest domkniêty, to mo¿na go domkn¹æ do³¹czaj¹c do niego wszystkie jego punkty skupienia, a wiêc granice wszystkich ci¹gów zbie¿nych nale¿¹cych do S. Domkniêcie zbioru S bêdziemy oznaczaæ �EMBED Equation.3���. 


Zbiór S jest wiêc domkniêty, jeœli zachodzi S =�EMBED Equation.3���, tzn. zbiór S pokrywa siê ze swoim domkniêciem.


Definicja � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC �G�  Zbiór wszystkich punktów skupienia zbioru S nazywany jest jego pochodn¹ i oznaczany Sd. 


Domkniêcia zbioru dokonujemy przez do³¹czenie do niego jego pochodnej:


�EMBED Equation.3���= S ( Sd.


Miêdzy otwartoœci¹ i domkniêtoœci¹ istnieje nastêpuj¹cy prosty zwi¹zek.


Twierdzenie � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Twierdzenie \* ALPHABETIC \r 1 �A�  Zbiór S ( X jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jego dope³nienie tzn. zbiór  X\S  jest domkniêty. 


Zbiór pusty ( jest zbiorem domkniêtym. Ca³a przestrzeñ X jest zbiorem domkniêtym. Wynika z tego, ¿e i zbiór ( i ca³a przestrzeñ X s¹ jednoczeœnie zbiorami otwartymi. (Nie jest wiêc tak, ¿e ka¿dy zbiór musi byæ albo otwarty, albo domkniêty!)


Przyk³ady. Ka¿dy zbiór skoñczony, tj. z³o¿ony ze skoñczonej liczby punktów jest domkniêty. 


Zbiór liczb ca³kowitych jest domkniêtym podzbiorem przestrzeni liczb rzeczywistych. R1.


Zbiór liczb wymiernych W jest otwarty w przestrzeni liczb rzeczywistych R. Istniej¹ bowiem ci¹gi liczb wymiernych maj¹ce swe granice w R ale poza W. Tymi granicami s¹ oczywiœcie liczby niewymierne.


Twierdzenie � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Twierdzenie \* ALPHABETIC �B�  Suma i iloczyn skoñczonej rodziny zbiorów domkniêtych jest zbiorem domkniêtym.


Domkniêcie zbioru, który nie by³ domkniêty, powiêksza go o te punkty skupienia, które do niego nie nale¿a³y. To powiêkszenie mo¿e byæ tak wydatne, ¿e pokryje ca³¹ przestrzeñ, której dany zbiór jest podzbiorem w³aœciwym.


Definicja � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC �H�  Zbiór S nazywamy gêstym w przestrzeni X , jeœli jego domkniêcie pokrywa siê z ca³¹ przestrzeni¹ X : �EMBED Equation.3���= X.


Zbiór liczb wymiernych jest gêsty w przestrzeni liczb rzeczywistych, bo ka¿da liczba rzeczywista x (czy to wymierna czy nie) da siê przedstawiæ jako granica ci¹gu liczb wymiernych ró¿nych od x.


Zbiór liczb niewymiernych, bêd¹cy jego dope³nieniem zbioru liczb wymiernych w przestrzeni liczb rzeczywistych, jest w tej przestrzeni te¿ zbiorem gêstym.


Definicja � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC �I�  Zbiór S nazywamy zbiorem brzegowym, jeœli jego dope³nienie tzn. zbiór X\S  jest zbiorem gêstym.


Zbiory liczb wymiernych i liczb niewymiernych s¹ wiêc zbiorami brzegowymi w przestrzeni liczb rzeczywistych. 


Do³¹czenie do zbioru gêstego nowych elementów nie mo¿e oczywiscie popsuæ jego gêstoœci. Podobnie usuniêcie ze zbioru brzegowego dowolnych elementów nie mo¿e doprowadziæ do tego, by sta³ siê on zbiorem gêstym. St¹d,


Twierdzenie � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Twierdzenie \* ALPHABETIC �C�  Ka¿dy zbiór, którego jakiœ podzbiór jest zbiorem gêstym, sam musi byæ gêsty, zaœ ka¿dy podzbiór zbioru brzegowego sam musi byæ brzegowy.


Powstaje pytanie, jak zbiór gêsty wype³nia przestrzeñ. 


Twierdzenie � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Twierdzenie \* ALPHABETIC �D�  Zbiór S jest gêsty w przestrzeni X wtedy i tylko wtedy, gdy w ka¿dej kuli nale¿¹cej do  X  istniej¹ punkty zbioru S.


Podobnie mo¿emy spytaæ, jak z tego punktu widzenia wygl¹da zbiór brzegowy.


Twierdzenie � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Twierdzenie \* ALPHABETIC �E�  Zbiór S jest brzegowy w przestrzeni  X wtedy i tylko wtedy, gdy w ka¿dej kuli nale¿¹cej do przestrzeni X istniej¹ punkty nie nale¿¹ce do S.


Mówi¹c innymi s³owy, jeœli zbiór jest brzegowy, to z ¿adnego jego miejsca nie da siê wykroiæ kuli (która zawiera³aby tylko jego w³asne punkty).


Brzegowoœæ i gêstoœæ nie wykluczaj¹ siê wzajemnie. Na przyk³ad zbiory liczb wymiernych i niewymiernych s¹ jednoczeœnie zbiorami brzegowymi i gêstymi w przestrzeni liczb rzeczywistych.


Suma dwu zbiorów brzegowych nie musi byæ zbiorem brzegowym. Na przyk³ad,  suma wspomnianych wy¿ej zbiorów liczb wymiernych i niewymiernych nie jest zbiorem brzegowym, bo równa siê ca³ej przestrzeni.


Definicja � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC �J�  Zbiór, którego ka¿dy punkt jest jednoczeœnie jego punktem skupienia, nazywany jest zbiorem w sobie gêstym. 


Zbiory w sobie gêste i jednoczeœnie domkniête okreœlane s¹ mianem zbiorów doskona³ych.


Zbiory w sobie gêste nie zawieraj¹ wiêc ¿adnego punktu izolowanego.


Nastêpnym bardzo wa¿nym i w wielu wypadkach wygodnym pojêciem charakteryzuj¹cym zbiory jest zwartoœæ. Istniej¹ jej dwie równowa¿ne definicje: 'pokryciowa' i 'ci¹gowa'.


Definicja � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC �K�  Niech (X, d) bêdzie przestrzeni¹ metryczn¹. Pokryciem otwartym (w skrócie: pokryciem) zbioru S ( X nazywamy rodzinê {Ga} podzbiorów otwartych przestrzeni X spe³niaj¹cych warunek 


S ( �EMBED Equation.3��� 


Definicja � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC �L�  Podzbiór S przestrzeni metrycznej  X  nazywa siê zwartym, jeœli ka¿de pokrycie otwarte zbioru  S  zawiera podpokrycie skoñczone.


Mówi¹c bardziej obrazowo chodzi o to, ¿e jeœli {Ga} jest rodzin¹ pokrywaj¹c¹ S, to mo¿na znaleŸæ skoñczon¹ iloœæ wskaŸników (1, ..., (n takich, ¿e 


S ( Ga ( ... ( Gan.


Poni¿ej zestawiono najwa¿niejsze twierdzenia dotycz¹ce zwartoœci.


Twierdzenie � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Twierdzenie \* ALPHABETIC �F�  Zwarte podzbiory przestrzeni metrycznej s¹ domkniête.


Twierdzenie � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Twierdzenie \* ALPHABETIC �G�  Domkniête podzbiory zbiorów zwartych s¹ zwarte.


Definicja � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC �M�  Niech (X, d) bêdzie przestrzeni¹ metryczn¹. Zbiór S ( X jest ograniczony, je¿eli istnieje taka liczba M i taki punkt x ( X, ¿e d(y, x) ( M dla wszystkich y ( S.


Definicja � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC �N�  Przestrzeñ (X, d) jest ca³kowicie ograniczona, gdy dla ka¿dego ( ( 0 istnieje skoñczony uk³ad n punktów


x1((), ..., xn(() ( X  taki, ¿e �EMBED Equation.3��� = X.


Zdefiniowany wy¿ej zbiór punktów czêsto nazywa siê ( siatk¹.


Twierdzenie � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Twierdzenie \* ALPHABETIC �H�  Niech (X, d) bêdzie zupe³n¹ przestrzeni¹ metryczn¹. Niech S ( X.  Zbiór S jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest domkniêty i ca³kowicie ograniczony.


(Definicja zupe³nej przestrzeni metrycznej podana jest ni¿ej.)


Dla przestrzeni euklidesowych zachodzi:


Twierdzenie � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Twierdzenie \* ALPHABETIC �I�  Niech S ( Rn  S jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczony i domkniêty. 


Na przyk³ad zbiór [0, 1] ( [0, 1] ( R2 jest zwarty. 


Definicja � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC �O� (zbie¿noœci ci¹gu) Ci¹g {xn} punktów przestrzeni metrycznej (X, d) jest zbie¿ny do punktu x ( X, jeœli dla dowolnego ( ( 0 istnieje liczba ca³kowita N ( 0 taka, ¿e:


	d(xn, x) ( ( dla wszystkich n ( N.


W tym przypadku punkt x ( X, do którego zbiega siê dany ci¹g, nazywany jest granic¹ tego ci¹gu co zapisuje siê  jako 


x = �EMBED Equation.3��� xn . 


Podajmy obecnie zapowiedzian¹ wy¿ej ci¹gow¹ definicjê zwartoœci.


Definicja � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC �P�  Niech S bêdzie podzbiorem przestrzeni metrycznej (X, d). S jest zbiorem zwartym, jeœli ka¿dy nieskoñczony ci¹g {xn} punktów w S zawiera podci¹g zbie¿ny do punktu nale¿¹cego do S.


SprawdŸmy sens � REF _Ref356098675 \* LOWER �twierdzenie 11.h�. Niech S bêdzie odcinkiem otwartym (0, 1). Czy jest to zbiór zwarty? Rozwa¿my ci¹g xn = 1/n. Wszystkie jego wyrazy zawarte s¹ w S, ale jego granica le¿y poza S. Nie da siê wiêc wybraæ z niego podci¹gu zbie¿nego do jakiegoœ punktu zawartego w S. Jeœli rozwa¿ymy odcinek domkniêty [0, 1], to z ka¿dego zdefiniowanego w nim ci¹gu nieskoñczonego mo¿emy wybraæ podci¹g zbie¿ny do pewnego punktu w [0, 1]. 


Definicja � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC �Q�  Ci¹g {xn} w przestrzeni metrycznej X nazywamy ci¹giem Cauchy'ego, jeœli dla dowolnego ( ( 0 istnieje liczba ca³kowita N taka, ¿e d(xn,xm) ( ( dla n, m ( N.


Twierdzenie � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Twierdzenie \* ALPHABETIC �J�  Jeœli ci¹g punktów {xn} przestrzeni metrycznej (X, d) jest zbie¿ny do punktu x(X, to {xn} jest ci¹giem Cauchyego.


Definicja � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC �R�  Przestrzeñ metryczna (X, d) jest zupe³na, jeœli ka¿dy ci¹g Cauchyego {xn} ( X jest zbie¿ny do x ( X.


Przyk³adem zupe³nej przestrzeni metrycznej jest Rk (k = 1, 2, ...), natomiast zbiory liczb wymiernych i niewymiernych nie s¹ przestrzeniami zupe³nymi, bo i w jednym i drugim przypadku mo¿emy znaleŸæ w nich ci¹gi Cauchy’ego maj¹ce swoj¹ granicê poza tymi zbiorami.


Twierdzenie � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Twierdzenie \* ALPHABETIC �K�  Jeœli (X, d) jest zwart¹ przestrzeni¹ metryczn¹, to (X, d) jest równie¿ przestrzeni¹ zupe³n¹.


W dalszych rozwa¿aniach niezbêdne bêd¹ równie¿ podstawowe pojêcia z teorii funkcji np. granica funkcji, ci¹g³oœæ funkcji. Jak poprzednio, wszystkie definicje, twierdzenia i ich dowody znaleŸæ mo¿na w standardowych podrêcznikach analizy matematycznej. 


Definicja � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC �S�  (granicy funkcji) Niech  X  i  Y   bêd¹ przestrzeniami metrycznymi. Niech E ( X, a  f   niech bêdzie odwzorowaniem  E  w  Y, zaœ  p ( punktem skupienia zbioru E. Piszemy f(x) ( q dla x ( p lub �EMBED Equation.3���f(x) = q, jeœli istnieje punkt q ( Y o nastêpuj¹cych w³asnoœciach: 


dla ka¿dego ( ( 0 istnieje ( ( 0 taka, ¿e


	dY(f(x), q) ( (


dla wszystkich x ( E, dla których


	0 ( dX(x, p) ( (. 


Zachodzi :


Twierdzenie � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Twierdzenie \* ALPHABETIC �L�  Niech X, Y, E, f, p maj¹ to samo znaczenie co w def. 13. Wtedy �EMBED Equation.3���f(x) = q wtedy i tylko wtedy, gdy �EMBED Equation.3���f(pn) = q dla dowolnego ci¹gu {pn} takiego, ¿e pn ( p,�EMBED Equation.3���pn = p, pn ( E dla wszystkich n.


Definicja � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC �T�  Odwzorowanie f : X( Y z przestrzeni metrycznej (X, d) w przestrzeñ metryczn¹ (Y, g) jest ci¹g³e, jeœli dla ka¿dego ( ( 0  i  x ( X istnieje  ( ( 0  taka, ¿e :


	d(x,y) ( ( ( g(f(x), f(y)) ( (.


Mówi¹c bardziej obrazowo funkcja jest ci¹g³a, je¿eli jej wykres mo¿na narysowaæ 'bez odrywania pióra od kartki'.


Jeœli p jest punktem skupienia  X  to zachodzi:


Twierdzenie � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Twierdzenie \* ALPHABETIC �M�  Funkcja f jest ci¹g³a w punkcie p wtedy i tylko wtedy, 


gdy �EMBED Equation.3��� f(x) = f(p).


Oprócz twierdzenia 1.13 istnieje 'czysto topologiczna' interpretacja ci¹g³oœci.


Twierdzenie � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Twierdzenie \* ALPHABETIC �N�  Odwzorowanie f przestrzeni metrycznej X w przestrzeñ metryczn¹  Y  jest ci¹g³e na  X  wtedy i tylko wtedy, gdy zbiór f (1(V) jest otwarty w X dla ka¿dego zbioru otwartego V z Y.


Okazuje siê, ¿e ci¹g³oœæ odwzorowania pozwala na przenoszenie miêdzy przestrzeniami pewnych w³asnoœci topologicznych np. zwartoœci.


Twierdzenie � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Twierdzenie \* ALPHABETIC �O�  Niech f bêdzie odwzorowaniem ci¹g³ym zwartej przestrzeni metrycznej X w przestrzeñ metryczn¹ Y. Wtedy f(X) jest zwarty. 


Ponadto:


Twierdzenie � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Twierdzenie \* ALPHABETIC �P�  Niech f bêdzie ci¹g³¹ funkcj¹ rzeczywist¹ okreœlon¹ na zwartej przestrzeni metrycznej X i M =�EMBED Equation.3���f(p), m = �EMBED Equation.3���f(p). 


Wtedy istniej¹ punkty p, q ( X takie, ¿e f(p) = M i f(q) = m. 


Inaczej mówi¹c funkcja osi¹ga swoje maksimum i minimum.


Definicja � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC �U�  Niech f bêdzie odwzorowaniem przestrzeni metrycznej X w przestrzeñ metryczn¹ Y. Mówimy, ¿e f jest jednostajnie ci¹g³e na X, jeœli dla ka¿dego ( ( 0 istnieje ( ( 0 taka, ¿e


	d(f(p), f(q)) ( ( 


dla wszystkich p, q z X, dla których d(p,q) ( (.


W przypadku zbiorów zwartych pojêcia ci¹g³oœci i ci¹g³oœci jednostajnej s¹ równowa¿ne.


Twierdzenie � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Twierdzenie \* ALPHABETIC �Q�  Niech f bêdzie odwzorowaniem ci¹g³ym zwartej przestrzeni metrycznej X w przestrzeñ metryczn¹ Y. Wówczas  f  jest jednostajnie ci¹g³a  na   X.


W zwi¹zku z teori¹ miary i ca³ki wa¿ne s¹ pojêcia zbie¿noœci punktowej i jednostajnej ci¹gu funkcji.


Definicja � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC �V�  Niech {fn}, n = 1, 2, ..., bêdzie ci¹giem funkcji okreœlonych na zbiorze E i niech ci¹g liczb {fn(x)} bêdzie zbie¿ny dla ka¿dego x ( E. Wtedy okreœla siê funkcjê  f   jako


	 f(x) = �EMBED Equation.3���fn(x) .


W tym przypadku mówi siê, ¿e ci¹g {fn} jest zbie¿ny na zbiorze E i funkcja f jest granic¹ tego ci¹gu. Tak¹ zbie¿noœæ nazywa siê zbie¿noœci¹ punktow¹.


Definicja � STYLEREF 1 \n �11�.� SEQ Definicja \* ALPHABETIC �W�  Ci¹g funkcji {fn}, n = 1, 2, ..., jest zbie¿ny jednostajnie na zbiorze E do funkcji f, jeœli dla dowolnego ( ( 0 istnieje liczba naturalna  m  taka, ¿e dla n ( m zachodzi


	(fn(x) ( f(x)( ( (


dla dowolnego x ( E.


Oczywiœcie ka¿dy ci¹g zbie¿ny jednostajnie jest zbie¿ny punktowo. Ró¿nica miêdzy zbie¿noœci¹ punktow¹ a jednostajn¹ polega na tym, ¿e w pierwszym przypadku dla dowolnego ( ( 0 i dla dowolnego ustalonego x mo¿na dobraæ takie m (które nie zale¿y ani od ( ani od x), ¿e dla n ( N bêdzie spe³niona powy¿sza nierównoœæ. W przypadku zbie¿noœci jednostajnej dla ka¿dego ( ( 0 mo¿na dobraæ jedn¹ wspóln¹ dla wszystkich punktów x ( E liczbê m.
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