CZ¥STKA W JAMIE POTENCJA£U HENONA-HEILESA


Rozwa¿my jeden z najprostszych, nieca³kowalnych uk³adów hamiltonowskich: cz¹stkê Henona-Heilesa. Uk³ad ten, to cz¹stka poruszaj¹ca siê w jamie potencja³u opisanej  równaniem:


(� STYLEREF 1 \n �17�.� SEQ ( \* ALPHABETIC \r 1 �A�)  U(x, y) = x2/2 + y2/2 + x2 y ( (1/3) y3


Jej kszta³t przedstawiono na � REF _Ref358011701 \* LOWER �rys. 17-a�. 
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Rys. � STYLEREF 1 \n �17�-� SEQ Rys. \* ALPHABETIC \r 1 �A�  Jama potencja³u uk³adu Henona-Heilesa widziana z boku, w kierunku osi  y i  z góry.


Jak widaæ, jest to jama, której przekroje ekwipotencjalne s¹ koliste przy dnie a trójk¹tne na górze. Dno jamy ma w przybli¿eniu kszta³t paraboloidy obrotowej:


( � STYLEREF 1 \n �17�.� SEQ ( \* ALPHABETIC �B�)	U(x, y) ( x2/2 + y2/2,


Tak wiêc mo¿emy spodziewaæ siê, ¿e dla ma³ych energii dynamika cz¹stki bêdzie bardzo bliska dynamice dwuwymiarowego oscylatora harmonicznego, zaœ dla energii wiêkszych dynamika ta mo¿e byæ istotnie ró¿na. Przyjrzyjmy siê kszta³towi trajektorii cz¹stki w dwu granicznych przypadkach: energii bardzo ma³ych i energii siêgaj¹cych wartoœci 0.166..., która okreœla ostatni¹, trójk¹tn¹ liniê ekwipotencjaln¹ tej jamy.
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Rys. � STYLEREF 1 \n �17�-� SEQ Rys. \* ALPHABETIC �B�  Fragment trajektorii obserwowanej w uk³adzie H-H dla ma³ej wartoœci energii. E=0.01. Fragment ten jest w przybli¿eniu eliptyczny. Obserwacja trajektorii w czasie nieco d³u¿szym (dolne rysunki narysowane s¹ w zmienionej skali) ujawnia, ¿e osie tej elipsy wykonuj¹ ruch precesyjny. 


Dla ma³ych energii cz¹stka porusza siê po trajektoriach w przybli¿eniu eliptycznych, jednak w odró¿nieniu od jamy potencja³u czysto paraboloidalnej, osie tych elips nie s¹ stabilne, lecz wykonuj¹ wolny ruch precesyjny. � REF _Ref358002727 \* LOWER �rys. 17-b�. (Brak symetrii obrotowej jamy potencja³u powoduje, ¿e ruch ten nie jest jednostajny i mo¿liwe jest zainicjowanie takich trajektorii w przybli¿eniu eliptycznych, których osie nie obracaj¹ siê, lecz oscyluj¹.) W obu tych przypadkach mamy jednak do czynienia z ruchem regularnym. 


Trajektorie o wy¿szej energii, a wiêc te, dla których dostêpne s¹ silnie nieliniowe obszary jamy potencja³u mog¹ zachowywaæ siê inaczej. Zbadajmy przypadek E=0.15.
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Rys. � STYLEREF 1 \n �17�-� SEQ Rys. \* ALPHABETIC �C�  Przyk³adowa trajektoria regularna obserwowana w uk³adzie H-H przy E=0.15. Rysunek dolny przedstawia tê trajektoriê zarejestrowan¹ w nieco d³u¿szym czasie.


Przy tej wartoœci energii mo¿liwe jest zainicjowanie trajektorii regularnych, bêd¹cych odpowiednikiem trajektorii eliptycznych obserwowanych przy E=0.01.� REF _Ref358092092 \* LOWER �rys. 17-c�. Jak widaæ, kszta³t pojedynczego zwoju takiej trajektorii jest ju¿ daleki od eliptycznego, bowiem ten obszar studni potencja³u, w którym trajektoria porusza siê, jest ju¿ bardzo ró¿ny od paraboidalnego. Zainicjowanie trajektorii z innego punktu pocz¹tkowego mo¿e spowodowaæ, ¿e bêdzie to trajektoria chaotyczna.
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Rys. � STYLEREF 1 \n �17�-� SEQ Rys. \* ALPHABETIC �D�  Trajektoria chaotyczna w uk³adzie H-H obserwowana przy E = 0.15.�x= ( 0.5,  y = ( 0.30000, vx=0, vy=0.30332�


� REF _Ref358090826 \* LOWER �rys. 17-d� przedstawia typow¹ trajektoriê chaotyczn¹. ¯e trajektoria ta jest bardzo czu³a na warunki pocz¹tkowe mo¿na ³atwo przekonaæ siê badaj¹c kszta³t trajektorii bign¹cej w  pobli¿u.
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Rys. � STYLEREF 1 \n �17�-� SEQ Rys. \* ALPHABETIC �E�  Wykresy x(t) dla dwu trajektorii zainicjowanych z bliskich sobie punktów pocz¹tkowych: �x= ( 0.5,  y = ( 0.30000, vx=0, vy=0.30332�x= ( 0.5,  y = ( 0.30001, vx=0, vy=0.30331�


� REF _Ref358167694 \* LOWER �rys. 17-e�  przedstawia wykresy x(t) dla dla dwu trajektorii zainicjowanych z bliskich sobie punktów pocz¹tkowych. Jak widaæ, mimo, i¿ pocz¹tkowe czêœci tych trajektorii wydaj¹ nie ró¿niæ siê od siebie, ju¿ po krótkim czasie, ich drogi rozbiegaj¹ siê.


W celu zorientowania siê, jaka czêœæ przestrzeni fazowej dostêpnej przy danej energii zajêta jest przez trajektorie regularne, a jaka przez trajektorie chaotyczne, mo¿emy wykorzystaæ technikê wynalezion¹ przez  Poincarego.





