
17. CZASTKA W JAMIE POTENCJALU 
HENONA-HEILESA 

Rozwazmy jeden z najprostszych, 
niecalkowalnych ukladów hamiltonowskich: 
czastke Henona-Heilesa. Uklad ten, to 
czastka poruszajaca sie w jamie potencjalu 
opisanej  równaniem: 

(17.A)  U(x, y) = x2/2 + y2/2 + x2 y − (1/3) y3 

Jej ksztalt przedstawiono na rys. 17-a.  

 

 
 

Rys. 17-A  Jama potencjalu ukladu Henona-
Heilesa widziana z boku, w kierunku osi  y i  z 
góry. 

Jak widac, jest to jama, której przekroje 
ekwipotencjalne sa koliste przy dnie a trójkatne 
na górze. Dno jamy ma w przyblizeniu ksztalt 
paraboloidy obrotowej: 

( 17.B) U(x, y) ≈ x2/2 + y2/2, 

Tak wiec mozemy spodziewac sie, ze dla 
malych energii dynamika czastki bedzie bardzo 
bliska dynamice dwuwymiarowego oscylatora 

harmonicznego, zas dla energii wiekszych 
dynamika ta moze byc istotnie rózna. 
Przyjrzyjmy sie ksztaltowi trajektorii czastki w 
dwu granicznych przypadkach: energii bardzo 
malych i energii siegajacych wartosci 0.166..., 
która okresla ostatnia, trójkatna linie 
ekwipotencjalna tej jamy. 

 

 
 

Rys. 17-B  Fragment trajektorii obserwowanej w 
ukladzie H-H dla malej wartosci energii. E=0.01. 
Fragment ten jest w przyblizeniu eliptyczny. 
Obserwacja trajektorii w czasie nieco dluzszym 
(dolne rysunki narysowane sa w zmienionej 
skali) ujawnia, ze osie tej elipsy wykonuja ruch 
precesyjny.  

Dla malych energii czastka porusza sie po 
trajektoriach w przyblizeniu eliptycznych, jednak 
w odróznieniu od jamy potencjalu czysto 
paraboloidalnej, osie tych elips nie sa stabilne, 
lecz wykonuja wolny ruch precesyjny. rys. 17-b. 
(Brak symetrii obrotowej jamy potencjalu 
powoduje, ze ruch ten nie jest jednostajny i 
mozliwe jest zainicjowanie takich trajektorii w 
przyblizeniu eliptycznych, których osie nie 
obracaja sie, lecz oscyluja.) W obu tych 



przypadkach mamy jednak do czynienia z 
ruchem regularnym.  
Trajektorie o wyzszej energii, a wiec te, dla 
których dostepne sa silnie nieliniowe obszary 
jamy potencjalu moga zachowywac sie inaczej. 
Zbadajmy przypadek E=0.15. 

 

 

Rys. 17-C  Przykladowa trajektoria regularna 
obserwowana w ukladzie H-H przy E=0.15. 
Rysunek dolny przedstawia te trajektorie 
zarejestrowana w nieco dluzszym czasie. 

Przy tej wartosci energii mozliwe jest 
zainicjowanie trajektorii regularnych, bedacych 
odpowiednikiem trajektorii eliptycznych 
obserwowanych przy E=0.01.rys. 17-c. Jak 
widac, ksztalt pojedynczego zwoju takiej 
trajektorii jest juz daleki od eliptycznego, 
bowiem ten obszar studni potencjalu, w którym 
trajektoria porusza sie, jest juz bardzo rózny od 
paraboidalnego. Zainicjowanie trajektorii z 
innego punktu poczatkowego moze 
spowodowac, ze bedzie to trajektoria 
chaotyczna. 

 

Rys. 17-D  Trajektoria chaotyczna w ukladzie H-
H obserwowana przy E = 0.15. 
x= − 0.5,  y = − 0.30000, vx=0, vy=0.30332 
 

rys. 17-d przedstawia typowa trajektorie 
chaotyczna. Ze trajektoria ta jest bardzo czula 
na warunki poczatkowe mozna latwo przekonac 
sie badajac ksztalt trajektorii bignacej w  
poblizu. 

 

Rys. 17-E  Wykresy x(t) dla dwu trajektorii 
zainicjowanych z blis kich sobie punktów 
poczatkowych:  
x= − 0.5,  y = − 0.30000, vx=0, vy=0.30332 
x= − 0.5,  y = − 0.30001, vx=0, vy=0.30331 
 

rys. 17-e  przedstawia wykresy x(t) dla dla dwu 
trajektorii zainicjowanych z bliskich sobie 
punktów poczatkowych. Jak widac, mimo, iz 
poczatkowe czesci tych trajektorii wydaja nie 
róznic sie od siebie, juz po krótkim czasie, ich 
drogi rozbiegaja sie. 
W celu zorientowania sie, jaka czesc przestrzeni 
fazowej dostepnej przy danej energii zajeta jest 
przez trajektorie regularne, a jaka przez 
trajektorie chaotyczne, mozemy wykorzystac 
technike wynaleziona przez  Poincarego. 
 


