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12. PRZESTRZERN FRAKTALI (H(X), h).

W rozdzide tym podano konstrukcje przestrzeni
metryczng (H(X), h) zwartych, niepustych podzbioréw
przestrzeni metryczng (X, d), oraz j§ ngwaznigsze

wlasnosci. Do  przedrzeni tg ndeza fraktale
deterministyczne.
DEFINICJA 12.A. Niech  (X,d) bedzie zupena

przestrzenia metryczna. W przestrzeni tg wyrézniamy
zbiér wszystkich niepustych i zwartych podzbiorow
przestrzeni X i oznaczamy go symbolem H(X).

Aby H(X) nabrd druktury przestrzeni metryczng, ndezy
w nim wprowadzic funkcje mierzaca odleglosc miedzy
zbiorami zwartymi, czyli metryke. Metryka w przestrzeni
H(X) konstruowana jest w trzech krokach. Po pierwsze,
definiujemy odleglosc od punktu do zbioru.

DEFINICJA12.B Niech  (X,d) bedze zupdna
przestrzenia metryczna. Odlegloscia punktu xI X od

zbioru Bl H(X) nazywamy wyrazenie
d(x, B) = Inf{d(x, y): yI B}.

Z twierdzenia 11.16 wynika ze isnige taki punkt
bl B, zed(x, B) = d(x, b)

DEFINICJA 12.C Niech (X, d) bedzie zupelna przestrzenia
metryczna.  Niech A, Bl H(X). Odlegloscia zbioru
Al H(X) od zbioru Bl H(X) nazywamy wyrazenie

d(A, B) = Sup{d(x, B): xI A}.

Andogicznie z twierdzenia 1116 wynika istnienie
punktow al A i bl Btakich, ze d(A, B) = d(a, b).

Okazuje se, ze w ogdlnosci d(A, B) t d(B, A). Dlatego
wprowadza s e nastepujaca definicje metryki Hausdor ffa
w zbiorze H(X):

Definicja12.D. Niech  (X,d) bedzie zupdna
przestrzenia metryczna. Metryka Hausdorffa w zbiorze
H(X) nazywamy wyrazenie

h(A, B) = Max{d(A, B), d(B, A)}

Zbior H(X) wraz z meryka Hausdorffa h tworza
przestrzen metryczna (H(X), h).

TWIERDZENIE 12.A h
przestrzeni H(X).

jest metryka na

Dowad.
Niech A, B, Cl H(X). Wtedy:
h(A, A) = Max {d(A, A), d(A, A)}

=d(A, A) = Max{d(x, A):xT A} =0.

h(A, B)=d(a, b) da pewnych al A i bl B. Stad
0£ h(A B)<¥.

Dla udowodnienia nierdwnosci tréjkata pokazuje se
ngpierw, ze

d(A, B) £ d(A, C) + d(C, B).
Dlakazdego al Aicl Cmamy: A

d(a, B) = Min{d(a, b): bl B}£

Min{d(a, c) + d(c, b): bl B}=

d(a, ¢) + Min{d(c, b): bl B}
dad mamy, ze

d(a, B) £ Min{d(a, c):cT C} +

Max{Min{d(c, b):b1 B}:cl C} =

d(a, C) +d(C, B),
wiec:

d(A, B) £ d(A, C) +d(C, B)
Podobnie pokazuje S, ze:

d(B, A) £ d(B, C) + d(C, A)
stad:

h(A, B) = Max{d(A, B),d(B, A)J} £
Max{d(B, C),d(C, B)} +
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Max{d(A, C), d(C, A)} =
h(B, C) + h(A, C)

cbdo.

Podsavowa wlasnoscia przestrzeni (H(X), h) jest
zupenosc.  Wprowadzmy kilka pojec i twierdzen

pomocniczych.

DEFINICJA12.E Niech SI X i e>0.
S+e={yl X:d(x,y) £ edapevnegox1 S}.

Wiedy

LEMAT 1. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna i
niech A, BT H(X). Niech e > 0. Wtedy

h(A,B)EeU ,Al B+ei Bl A+e

Dowod.W dowodzie pokazuje se ze
d(A,B)£eU Al Bt+e. Niech wiec d(A B)fe.
Wtedy d(a, B) £ e dla wszystkich al A. Stad al Btei
Al B+e.Niech Al B+eial A.Wtedyal Bteiignige
bl B taki, ze d(a, b) £ e. Stad d(a, B) £ e. Rozwazania
powyzsze prowadzono dla kazdego al A, wiec
d(A,B) £ e. Andogicznie dowodzi g€ ze
dB, A) £e U Bi A+e, co konczy dowdd.

LEMAT 2. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna
i {Ann=12 ... ¥} bedzie ciagiem Cauchyego
punktow w przestrzeni (H(X), h). Niech {n,.}?‘:1 bedzie

ciagiem liczb calkowitych

O<m<n<...
Niech dany bedzie <ciag Cauchy'ego {x
TAj=123,.} w przestrzeni (X, d). Wedy

istnigie ciag Cauchy'ego { X, A n= 1,2, ..} taki, ze
X=x,daj=123, ...

Dowdd. W dowodzie kondruuje se zadany ciag |
pokazuje, ze jest on ciagiem Cauchy'ego.

Dlakazdegon1 {1,2, ..., n;} wybieramy

Kol {XI Ay d(X, Xn) = d(Xn, A)}.  Istnienie  takiego
punktu wynika ze zwartosci A,. Anaogicznie dla kazdego
j1{2,3,..} i kazdego nl {ni4, ..., N1} wybieramy
Kol {XT Ayzd(X, Xn) = d(Xn, A)}.

Z konstrukgji wynika, ze X=X i Xl A,. Dladowodu, i
jest to ciag Cauchyego wezmy dowolny e>0. Nierdwnosc
tréjkata dgje:

d(Xm Xn) £
d(Xm, an) + d(xnj, X”k) + d(xnk, Xn)

gdzie mi {N_341, ..., Mea} i N1 {Nq,..., s} Poniewaz
A, jest ciagiem Cauchy'ego wiec isnige N, takie, ze da
m, n; > Ny mamy:

h(An, Anj) £ el3
Stad:

A(An, Ar) € €13 d(xn,, An £ /3.

Zgodnie z konstrukcja naszego ciagu

d(Xm, an) = d(xnj, A £ el3.

Andogicznie pokazuje Se, ze:

d(Xn, X,) £ e/3

dla odpowiednio duzych ngi n. Podobnie

d(xnj, X”k) £el3
poniewaz ciag {an} jest z zalozenia ciagiem Cauchy'ego
cbdo.

Przytoczone powyzg lematy pozwaga udowdnic
ngwaznig sze twierdzenie tego rozdzidu.

TWIERDZENIE12.B Niech (X, d) bedze zupena
przestrzenia metryczna. Wtedy (H(X), h) jest zupelna
przestrzenia metryczna. Ponadto, jesli {A. H(X)} jest
ciagiem Cauchy'ego to zbi6r

A= limA,T HX)
n® ¥
moze byc okreslony w nastepujacy sposob:

A={x] X: istnigie ciag Cauchy'ego {x. A}, ktory
zbiega do x}.
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Dowadd. Niech {A,} bedzie ciagiem Cauchy'egow H(X) i
niech zbidr A bedzie zdefiniowany jak w tezie twierdzenia
Dowdd dzidi se nakilka etapdw:

a Al A,

b) A jest domkniety i stad zupeny poniewaz X jest
2updny;

C) dlae > Oigtnigie N takie, zedlam® N, Al A +e;
d) A jest calkowicie ograniczony i stad dzieki (b) jest
zwarty,

€) [IimA,=A

Dowdd (a). Niech {A,} bedzie ciagiem Cauchy'ego w
H(X). Wtedy istniga takie wskazniki N;, N, ..., ze dia
m, n3 N; mamy:

h(Am Ay < 1/2

wezmy dowolny xN1T Aw,. Poniewaz h(Ay,, Ax,)<1/2
(N1< N2) wiec réwniez d(ANl1AN2)<1/2 | d(XNl,AN2)<1/2.
Stad dla pewnego xNZT A, zechodz:

d(XNl, ANZ) = d(XNl, XN2) < 1/2.

W ten sposob zngidujemy drugi eement konstruowanego
ciagu. Ddg wezmy ANs' Poniewaz

h(ANz, AN3) <1/4 (N2 < N3) wiec
dAu, A)<V4 i dxu,Ay)<V4 Sad da
pewnego xN3T A, zachodzi:

réwniez

d(XNZ, AN3) = d(XNZ, XN3) < 1/4.

XN, jest trzecim dementem konstruowanego ciagu. W
andogiczny sposob zngdujemy nastepne wyrazy ciagu.
W nastepnym kroku pokazuje se, ze skonstruowany
powyzg ciag jest ciagiem Cauchy'ego.
Niech e>0. Isnigek calkowite takie, ze:

U2+ 1724+ . <e.

DlaNm, Ny 3 Ny mamy:

67

d(XNm, XNn) £ d(XNm, XNm+1) +
+ d(XNn-l’ XNn) < d(XNk’ XNk+1) +
* d(XNm-Z’ XNm-l) * d(XNm’ XNm+1) *

+ d(XNn—l’ XNn) +..<e.

Skongtruowany ciag jest wiec ciagiem Cauchy'ego. Z
lematu 2 wynika, ze otrzymany ciag mozna'rozszerzyc' do
ciagu Cauchy'ego {X.}, XJd A, i X.=x, da
]=1,2,3,.. . Z zupenosci pzedrzeni X wynika, ze
ciag{ X} jest zbiezny, czyli A1 A cbdo.

Dowdd (b). Niech {al A} bedzie ciagiem zbieznym do
al X. W dowodzie pokazuje sie, ze al A. Dla kazdego
cakowitego i istnige ciag {i .l A} zbiezny do & tzn.
Ii®ryxi,n:a; . Ze zbieznosti a® a wynika, ze ignige
takie N, ze d(aNi,a)EJJi. Ponadto, poniewaz ay Sa

granicami pewnych ciagdw Cauchy'ego wiec dla kazdego
N; istniga cakowite m; tekie, ze d(xNi,ml, aNi) £1/i. Stad

d(xNi,,q, a)£d(xNi,mi, aNi) + d(aNi, a) £2/i.

Kladac Xy, m= yn, mamy yNiT Ay, limyy,_a. Z lematu 2
wynika, ze {yn} moze byc rozszerzony do {yl A} i
y® a. Stad al A. cbdo.

Dowdd (c). Niech e>0. Poniewaz {A,} jest ciagiem
Cauchy'ego wiec ignige N takie,ze dla mpn
3N, h(A,An£e. Wtedy (lemat 1) A1 A, . e . Ndezy
pokazac, ze Al A,+e dlan® N. Niechal A. Isnigeciag
{a] A} zbiezny do a. Ponadto ze zwartosci A, wynika
domknietosc  A-te.  Wtedy dla  wszystkich
me e N, a,] A-te (co wynika z Al A+e) i rowniez
al A +e poniewaz A.+e jest domkniety. cbdo.

Dowdd (d). Dowdd niewprost. Niech A nie bedzie
cakowicie ograniczony. Wtedy dla pewnego e>0 nie
ignige e-gakai igtnigew A ciag {x;} teki, zed(x;, x))3 e
daitj. Z (c), dadogatecznie duzych n, Al A+e/3. Dla
kazdego x;, isnige odpowiadgiacy mu yil A, dlaktérego
d(x;, y,)Ee/3. Poniewaz A, jet zwaty wiec pewien
podciag {yni} jest zbiezny | stad jest ciagiem Cauchy'ego.

Isniga wiec dwa punkty Yo [ ynj dia ktorych d(yni
,ynj)Ee/3. Wtedy
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d(xni, xnj)E

d(Xni’ yni) + d(yni, yn]) + d(ynj’ an)
£el3+el3+el3

CO jest przeczne ze sposobem wyboru {X”i} .Ajestwiec
cakowicie ograniczony i dzieki (b) zwarty.

Dowdd (). Z czesci (d), Al H(X). Dzieki (C) i Leméatowi
1 dowdd czesti (€) bedzie kompletny, jedi pokaze Se, ze
dla e>0 istnige N takie, ze dla m3 N, Al A+e. Niech
e>0. Isnige N takie ze dla m, n® N, h(An, A)Eel2 i
Al As+el2. Niech 3N iyl A, lstnigie rosnacy ciag
{Ni} liczb calkowitych teki, ze N<N;<N<..< N < ..idla
m, k3N, Aul Ac+e/2t. Poradto Al Ay +el2

Poniewaz yl A, istniejeleT An, taki, ze d(y, xn,)Ee/2.
Poniewaz xN1T Ay, istnigie xNZT Av,  teki, ze
d(xn, xN2)£e/22. W ten spostb zngdujemy ciag

. ~ . j+1
g taki, ze xNjI ANJ, i d(xNj,xNj+l)£e/2 :

Stosujac kilkakrotnie nieréwnosc tréjkata mamy

XN, s X
NlN

d(y, xNj)Ee dlawszystkich j

I ponadto {xNJ_} jest ciagiem Cauchy'ego. {xNj} Zbiegado
xI A d(y, xn)Ee implikuje ze d(y, x)£e. W ten SPosOb
pokazano, ze A,l A+e dlan N. cbdo.

Konczy to réwniez dowdd, ze (H(X), h) jest zupelna
przestrzenia metryczna



